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In der Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen wird 
gezeigt, dass die Producte aus den Elementen der Fundamentalsysteme 
solcher Gleichungen mit eindeutigen Coefficienten ebenfalls einer linearen 
homogenen Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten genügen 
und ein Fundamentalsystem derselben bilden. Es ist einleuchtend, dass 
unter den Elementen dieses Fundamentalsystems eine bestimmte Anzahl 
von einander unabhängiger homogener quadratischer Gleichungen bestehen 
muss von den Formen: 

UUR — U 0, 


u 77 Uu U, Ö. 


Es entsteht daher die Frage, ob man allein aus der Existenz dieser 
Relationen folgern kann, dass der betrachteten homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung die Producte von Integralen ebensolcher Gleichungen ge- 
nügen, ob mithin das Bestehen jener homogenen quadratischen Relationen 
unter den Integralen auch die hinreichende Bedingung für diese Eigen- 
schaft der Differentialgleichung bildet. 

Für die Gleichungen dritter Ordnung hat Herr Fuchs!) in seinen Un- 
tersuchungen über lineare homogene Differentialgleichungen, zwischen deren 
Integralen homogene Relationen höheren als ersten Grades bestehen, bei- 
läufig gezeigt, dass, wenn eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen 
ihren Integralen stattfindet, den Differentialgleichungen die Quadrate der 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genügen. 

Ferner fand Herr Goursat?) bei der Betrachtung homogener quadra- 
tischer Beziehungen zwischen den Integralen einer linearen homogenen 
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei Fälle, in denen diese über- 
einstimmend ist mit derjenigen, welcher die Cuben der Integrale einer 
solchen zweiter Ordnung, beziehungsweise mit derjenigen, welcher die 
Producte der Integrale zweier Gleichungen zweiter Ordnung genügen. 

Der einzig mögliche Fall bei den Gleichungen fünfter Ordnung findet 
im Folgenden seine Erledigung. (Vergl. I, Anm. 3.) 

Die Untersuchung über die bei den Gleichungen sechster Ordnung 
sich ergebenden Möglichkeiten wird in der vorliegenden Arbeit vollständi 
durchgeführt. 


1) Acta mathematica, Bd. I. 
2) Bulletin de la societ€ math&ematique de France, t. XI. 
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Es können derselben genügen: 


I. die fünften Potenzen der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung, 

II. die Quadrate der Integrale einer Gleichung dritter Ordnung, 

III. die Producte der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung und 
einer solchen dritter Ordnung. Diese kann übereinstimmen mit der- 
jenigen, welche die Quadrate der Integrale einer Gleichung zweiter 
Ordnung befriedigen. (Vergl. III, Anm. 1.) 

Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, zu zeigen, dass die 
in jedem einzelnen Falle aufzustellenden homogenen quadratischen Rela- 
tionen die nothwendige und hinreichende Bedingung für die verlangte 
Eigenschaft der linearen homogenen Differentialgleichung sechster Ordnung 
mit eindeutigen Coefficienten sind. Die Üoefficienten der zugehörigen 
Differentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung sind ebenfalls stets 
eindeutige Funetionen der unabhängigen Variablen. [Vergl. III, 21) — 23).] 


Am Schlusse des ersten Abschnitts findet sich im Anschluss an den 
zuerst genannten Fall die Betrachtung der homogenen quadratischen 
Relationen unter den Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung n!° Ordnung, der die (n — 1)'® Potenzen der Integrale einer 
solchen zweiter Ordnung genügen. 


Die in den Abschnitten II und III benutzte Methode [vergl. II, 9) 
und 12); II, 11) und 14), 16)] ist allgemein anwendbar bei der Be- 
trachtung von linearen homogenen Differentialgleichungen mit eindeutigen 
Coefficienten, denen Producte von Potenzen der Integrale einer beliebigen 
Anzahl von Differentialgleichungen genügen. Allerdings wird, wenn unter 
den Differentialgleichungen, deren Integrale in gleich hohen Potenzen mit 
einander combinirt werden, p verschiedene Gleichungen ebenderselben Ord- 
nung sind (welche Möglichkeit bei den zu betrachtenden Gleichungen 
sechster Ordnung ausgeschlossen ist), die Eindeutigkeit der Coeffieienten 
in den zu erschliessenden Differentialgleichungen im Allgemeinen nicht er- 
halten bleiben. (Vergl. den zweiten der obenerwähnten Sätze des Herrn 
Goursat.) Es werden alsdann für die zu den sich ergebenden p Diffe- 
rentialgleichungen gehörigen Gruppen von Quotienten der Integrale des 
betrachteten Fundamentalsystems verschiedene Arten von Umläufen existiren, 
welche die für jene 9 Gruppen typischen Substitutionen unter einander 
vertauschen.') Die weitere Betrachtung dieses Falles, in welchem die ent- 
sprechenden Coefficienten der p Differentialgleichungen Wurzeln algebraischer 
Gleichungen »p!*" Grades mit eindeutigen Üoefficienten sind, möge einer 
späteren Gelegenheit vorbehalten bleiben. — 


1) Vergl. Ludwig Schlesinger, Inauguraldissertation Berlin 1887, S. 26. 
S. auch I, Anm. 4 der vorliegenden Abhandlung. 
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eine irreductible lineare homogene Differentialgleichung, deren Coefficienten 
fir fo» - - - fg eindeutige Functionen der unabhängigen Variablen x sind. 
U lg, » - U, Seien die Elemente eines Fundamentalsystems dieser Gleichung. 
Durch einen geschlossenen Umlauf von z um einen oder mehrere singuläre 
Punkte der Differentialgleichung a) mögen sie übergehen in ul, u,,... ul. 
Hierbei haben die Grössen « bekanntlich die Form 


6 
b) u. — Dann (= Im2r.2:60) 


et 


und zwischen den von x unabhängigen Grössen « besteht die Bedingung 


ce) | 20. (1, a1, 2. 26) 
1 
Es mögen zwischen den Integralen u,,%,,...%, der Differential- 


gleichung a) die vier homogenen quadratischen Gleichungen bestehen: 
202 Een 
1) | Un TULUg, U Ugly, 
2.8 3,2 
U Uyls, U, Ude: 
Durch einen geschlossenen Umlauf von x gehen dieselben über in 
CAR ar 
| (= wu, (m) uyu,, 


Wu, (ut 


die Relationen: 
2) 


wo die Grössen w' die durch b) definirte Gestalt haben. Da zwischen 
den Integralen nur das System 1) bestehen soll, so wird das System 2) 
eine Folge desselben sein. Man gelangt daher, wenn man aus den 
Gleichungen 1) und je einer der Gleichungen 2) die vier Grössen 
Ug, U, Us, U, eliminirt, zu Identitäten. Setzen wir: 


U, u u U- 
5) N = —_ 3 = 4 = —= —2 


so ergiebt sich hieraus 
2 Area Be 3 Erd we 
4) Hy NUN, YTN U: WEN U NET U, 


und setzen wir diese Werthe in die Gleichungen 2) ein, so folgt als 
Resultat der Elimination: 


6 ‘ 6 6 
DR 2 >= > ' \ 
5) | jr Wh = %—1,k H- ‚Ki+1,K n* I ie (= 2, 3, 4, 5) 


a! a! X"—1 


Diese Relationen müssen gelten für jeden Werth, den ıı annehmen kann. 


IE 
Durch den obigen Umlauf von x geht n über in: 


6 


Den N BER N 
k 


N kl er) 


( BT SE DERT 
32 a > N 


6) k k 


3) 
k—1 k—1 k—1 
Daun Das Dos n 
ZRE hr FEN 
._— 3 m nn nn = 7 al 
52 Ei 2 21 > ki 
03, 04,.N 8, N 
k k k 


Unter den sechs Summen dürfen nicht zwei bis auf einen constanten 
Factor identisch sein, da alsdann a, —= ca, (w < v) für kei 2 


wäre, was durch die Bedingung c) ausgeschlossen ist. Es müssen daher 
der Zähler und Nenner eines jeden der Quotienten 6) einen gleichen 
Factor enthalten, durch dessen Weggang jene Quotienten identische Werthe 
annehmen. 


Da nicht sämmtliche &, @—=1,2,...6) zugleich null sein können, 


so muss, wie sich aus 5) ergiebt, «,, oder «,, < O sein. 


1. @,, und a,, mögen gleichzeitig von null verschieden sein. Durch 
Multiplikation der Gleichungen 2) folgt 


I RR Kl 
UYU,— UM) 


also sind, wenn wir hierin die Werthe aus b) und 4) setzen, dann auch 
&,g und «,, ungleich null. Vermöge der Gleichungen 2) gilt dies auch 
von a, und a,. Also ist unter unserer Annahme a, fi =1,2,...6) 
von null verschieden. Daher sind sämmtliche Grössen w' ganze rationale 
Functionen fünften Grades von n: 


6 


“7 u — u Daun. (i == 1, 2, EN E 6) 


k=1l 


Denkt man sich diese Functionen in ihre linearen Factoren zerlegt, so 
dürfen nicht dieselben liaearen Factoren in zweien derselben zugleich 
sämmtlich enthalten sein, da alsdann ihr Quotient constant wäre. Daher 
haben «, und «, mindestens einen Factor, der in beiden verschieden ist. 
Derselbe muss, wie sich aus den Gleichungen 2) ergiebt, in «,, us, u, U, 
enthalten sein. In «, sei dieser Factor n — ß, und u, enthalte den- 
selben %-mal (k eine positive ganze Zahl). Dann muss, da er in ul 
nicht vorhanden ist, w, denselben 2%-mal enthalten, «, 3%-mal, u, 


BB 


4k-mal, u, 5k-mal. Daher it k—=1. Analog gilt dies für n —y, 
den entsprechenden Factor in u. Also erhält man für die Grössen w': 


ua (n Pu, 
m - Pin N)u 

8) 0 - ln pa, 
Wr - Mm’, 
wur PB) nr u, 
ln Y) u- 

Zwischen diesen 6 Grössen «;, bestehen vermöge Gleichung 2) die 
Relationen 


3 LH re (=2,3,4,5) 
Setzen wir 
Ger 
—_ 7, 
so folgt 16 


eS a3 um BR aD 
10) ag — Tag, Rp = Te Tg, Ay = Tg Ay = Tele: 


Im Falle «,,, &e Z O nimmt mithin der Quotient n' den Werth an: 


11) RANLENA 
n=Pß 
wobei 8 und y nicht gleichzeitig null sein können, dn—ß undn—y 
verschiedene Factoren sind (2 y). 
2 Ist 0, Z 0, &g = 0, so sind auch alle @x, in denen i+k>7 


ist, gleich null, während die Glieder der Determinante, indeneni+ k=7 
ist, sämmtlich von null verschieden sind, und es ergiebt sich: 
/ Ti 
Ta) du I) an Mara: (=1,2, 46) 
—1 
Also ist u; eine Function (6 — i)!®® Grades in n. Da w, in Bezug 
auf n constant ist, so ist der lineare Factor n — d von u; zweimal in 
u, enthalten, in «/ dreimal, in «' viermal, in «\ fünfmal, sodass über- 
haupt kein anderer in n linearer Factor in den Grössen «' vorhanden 
sein kann, und diese die Form haben: 


U 0 (m I), u, 
U, = 05 (a 0)“ U, 
8a) U = 04 (n 7” ” uU; 
U, — Os (n dr un 
u, — 0, (N — 0), 


a 


Bey 
Aus den Gleichungen 2) folot, dass 


9a) a ES es (= 2,3,4,5) 
Setzt man 
Ras 
3 ren 
so folgt 16 


EL AR: 208 DER WE, 
10a) 895 Tg bıgy Rz TT%ıgı Ku 7, kg 2 Ts, 8 


6l 


=. 
Mithin hat in diesem Falle n’ die Gestalt: 


11a) N =, 


3. It a, =, 0, so müssen die Grössen a;x, in denen k>i ist, 
sämmtlich null sein, während die Glieder der Diagonale der Determinante 
von null verschieden sind. In diesem Falle gelten dieselben Schlüsse 


wie vorher, es ergeben sich Functionen von der Form 8a), jedoch in 
umgekehrter Reihenfolge: 


u = 
yon —E)%, 
8b) "s = (N - 8) %, 
wouln-e’%, 
U O5 (N — E)'%, 
U = Os (N — E)’%, 
Aus den Gleichungen 2) folgt, dass 


9b) 0, — rd —,ı—1 &i-1,i+1- (i —— 2, 3, 4, 5) 
Setzt man ER 
DE ir 
so folgt “= 


106) a9 — 79011, Qyg — 75&11, &y — Tan, Op = Tg, Ag — Wlır 

In diesem Falle ergiebt sich für n’ der Werth: 

11b) "=1,m- 2). 

Hierin ist der Fall mit inbegriffen, dass die Grössen «,, %,,... “u, durch 
einen bestimmten Umlauf in sich selbst multiplieirt mit einer Constanten 
übergehen beziehungsweise sich unter einander vertauschen, da alsdann 
e resp. ö den Werth null erhält. 

Aus dem Vorhergehenden [11), 11a), 11b)] ergiebt sich, dass durch 
einen beliebig gewählten Umlauf die Function „) stets übergeführt wird in 
einen Ausdruck von der Form: 

12) RUN 
vten 


er E Taaeke 


Hierin sind die vier Grössen A, u, v, ge von x unabhängig. Aus 
der Beschaffenheit der in jenen Formeln auftretenden Constanten geht 
hervor, dass für alle Umläufe 


7) 


Au 


vo 


=». 


Es lassen sich nun zwei Functionen von x, nämlich 5, und &,, so 


bestimmen, dass 


c = Es 
13 2 an 
) as 
ist, und zwischen &, und &, die Relation besteht 
en . 
14) Pe Fri 


wo c eine ÜÖonstante a a einen Umlauf von x, welcher n 
in jenen Werth n’ überführt, mögen &, und &, übergehen beziehungs- 
weise in &/ und &!, sodass 


= A+ um 
15 DR Em ne 
) / N v+ton 
de! de&! 
Bra Be FE 
16) I dx 2 dx 


Vermöge der Gleichung 13) geht 15) über in 
Er _ Ast use 


sodass wir setzen können: vater 
17) | = ka) v&i+ 08), 
8-6) 8 + RB), 
wo k(x) einen den beiden Grössen &) und 8} gemeinsamen Factor bezeichnet. 
Setzt man diese Werthe ein, so wird die Determinante der Gleichung 16) 
BuDiR:, 
de! dE; 
dx de 
k(v&, + 08) k(A&, + u) | 
ost) Hl te) stur) 


Diese Determinante wird durch successive Zerlegung gleich 


ds ds 
Kt) v8, +08 ER lerm 
dk dE, d&, 
N: 1E tu, NEE LEER 
h 0 Eee 
— dk, E at, db, 
da a2 dx 


Be 
Mit Hülfe der Gleichungen 14) und 16) ergiebt sich 


k 0 
dk -i 
ER k A u 


Also ist der gemeinsame Factor k (x) eine Constante 


e., 
Vvu-- Ro 
Setzt man diesen Werth von % in die Gleichung 17) ein, so erhält 
man: 

| g! st 95 

18) Vru— ig 
Me: A, tus WS, 

= I? 

\ Von 


wo gemäss y) der Nenner stets von null verschieden. ist. 

Aus diesen Gleichungen kann man schliessen, dass die durch die 
Gleichungen 13) und 14) definirten Functionen &, und &, ein Fundamental- 
system constituiren einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit eindeutigem Coefficienten: 

Ey 
19 

) a p9- 

Die hier angewandte Methode ist wesentlich dieselbe, welche Herr 
Fuchs angegeben hat,!) indem er setzt 


dx 


3 For den’ = N. 


Sind &, und &, die Integrale einer linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


d’y 
da? rd = m PY; 
so ist bekanntlich ihr Quotient 
fadz 
5 e: 
hose © Fr 3 dx, 
1 1 
d d 
also, wenn g=0 dd. h. Dh 
da 
ee 
ax en 


1) Acta Math. Bd. I, 8. 358. Vergl. Riemann, Ueber die Fläche vom 
kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung. Ges. Werke, S. 298. 
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A er 


Man kann jedoch aus dem Grunde vorziehen, der Substitution die 
Form 13), 14) zu geben, weil sich aus derselben die Erweiterung auf 
die Bestimmung von n Grössen & mit einem Schlage ergiebt.') 

Es seien 5, und 5, zwei Integrale der Differentialgleichung 19), 
deren Quotient gleich 7 ist, so ergiebt sich aus der Relation 3): 


20) 


und hieraus: 


22) Pr alle er er a 


Setzt man diese Quotienten gleich v (x), so ergiebt sich: 
ya), Werl), = Yle) 55 

vl) 5 va) ua) 

Ist @(v) = 0 die homogene lineare Differentialgleichung sechster 


23) 


Ordnung, welcher die fünften Potenzen der Integrale der Gleichung 19) 
genügen, für welche also 


nn 
ein Fundamentalsystem von Integralen bilden, so gelangt man zur all- 


gemeinsten Form der linearen homogenen Differentialgleichung sechster 
Ordnung, deren Integrale den Relationen 1) genügen, durch die Sub- 


stitution Ri 


Guys 


(x) hat in Folge der Eindeutigkeit der Coefficienten der Gleichung 
19), also auch @(v) = 0, und der Gleichung a) die Gestalt 


ve, 


wo 9 (x) eine eindeutige Function von x bezeichnet. 
Setzt man andererseits in Gleichung 19) 


2 
er yes 
Vv@) 
so erhält man diejenige homogene lineare Differentialgleichung zweiter 


Ordnung mit eindeutigen Üoefficienten, deren Integrale so beschaffen sind, 
dass ihre fünften Potenzen der Gleichung a) genügen. 


1) Vergl. diese Abh. S. 22— 25, Formel 10) — 17). 


Be 1 


Um die Differentialgleichung sechster Ordnung zu bilden, welcher 
die fünften Potenzen der Integrale der Gleichung 19) genügen, setzt man!) 
v=y? 
und erhält durch sechsmalige successive Differentiation, indem man jedes- 
mal die zweite Ableitung von y mit Hülfe der Gleichung 19) reducirt, 


En + (Be 


d?p 
+ (659° + 573) 
nr 120 (7) (&) >) 
ee & FR 
FR 120 ER + 1800py? ı g00 IP Tat 1% 
dy 
1 + 


4 (12057: + 115°) ye (220° Era 5 = y, 


a ey dp ‘eı 


d’p dy\? d’p „049 
: 5) . ) ( dx d ) d 
+ nn + 1260 FRE Yy A: 2 511092 oe 140 23 y* = 


dp 
+ | 12057° + 220 (2 2) + 3359 | y? 


Dies sind sieben lineare Gleichungen für die sechs Grössen 
re 
Ye as)’ ’N\an’’ Nas} ’ \as 


durch deren Elimination man zu dem gesuchten Resultat gelangt. Rech- 
net man aus den ersten fünf Gleichungen die Werthe von den fünf 
ersten jener Grössen aus und setzt dieselben in die siebente Gleichung 
ein, so ergiebt sich für v die gesuchte lineare homogene Differential- 
gleichung sechster ee mit eindeutigen Coefficienten: 


dv dr dv ( EP) de) 
a (259 p° — 
d.x® I dx? P dx? / dx? 
dp 22 dv 
4 = 18» — — 28 —. 
2 ) on dx dxı?/ dx 
' d’p a; d’p ] 
3 ve 
+ | da? dx ER FE 


1) Vgl. Fuchs, Borch. Journ. Bd. 81, 8. 129. 


he 


Diese Gleichung ist in die Gleichung a) durch die Substitution 


ar we /9® dx 


überzuführen, wo o(x) als eindeutige Function definirt war. Es gilt 
daher der Satz: 

„Bestehen zwischen den Integralen der Differentialgleichung a) die Re- 
lationen 1), so genügen derselben die fünften Potenzen der Integrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten. Die Coefficienten der Gleichung a) sind darstellbar als ra- 
tionale Functionen von zwei eindeutigen Functionen und deren Ableitungen. 
Ferner ist aus den Formeln 8) und 10) ersichtlich, dass die 36 Grössen 
« der Determinante c) darstellbar sind als ganze rationale Functionen von 
4 Grössen, welche sich für gewisse Umläufe auf 3 resp. 2 reduciren können.“ 

Anmerkung 1. Es bestehe unter den Integralen der Gleichung a) 
nur eine der Relationen 1), z.B. «= u, u,. 

Diese wird durch einen Umlauf von x übergeführt in die Gleichung 

()’= u, Up, 


welche bis auf einen constanten Factor mit jener identisch ist. Setzt 


man hierin: eh, 
ee 3 
U u U 
0, —= a, 9 — on 0; 2 Se I 
U 
1 1 1 


so folgt die Identität für jeden Werth, den n annehmen kann: 
tut ty mt Wr 096 @; 
teen tern tum + 5 R + As ® 
_%ı F %2 ton? + 0,0 + 050; + I 
ton tan + am Ft a0; + 0; 
Ein Glied mit n? ist vorhanden, weil «, in der Gleichung vorkommt. 


Da nicht sämmtliche Grössen « in zwei Zeilen gleich sein können, muss 
mindestens einer der Quotienten einen im Zähler und Nenner gemein- 
samen, in n linearen Factor haben. Diese Zerlegung ist aber nur mög- 
lich, wenn in diesem Quotienten sämmtliche Coefficienten der Grössen 
01, @9, @ null sind. Da der Zähler des ersten Quotienten gleich dem 
Nenner des zweiten ist, muss dies auch im anderen der Fall sein. Also 
gehen die Integrale “,, u,, %, durch jenen Umlauf über in solche von 


der Form: 
u: = (0 U, — 0,2 Us nm 03 Us: (i Fr= 1, 2, 3) 


Daher wäre in diesem Falle die Gleichung a) reductibel, und ihr ge- 
nügten die Quadrate der Integrale einer linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung.!) 


1) Fuchs, Acta Math. Bd. I. S. 333. 


le wa 


Anmerkung 2. Derselbe Schluss gilt, wenn nur zwei aufeinander- 
folgende der Relationen 1) bestehen, z. B. 


a RR 
Ug TE U lgy U T UgUg, 
welche durch einen Umlauf übergehen in 
DIE Ent ENDE Sr 
(u)? = u, u, (4) — ug%,. 
Dieses System ist eine Folge des vorigen. Setzt man 


) 2 3 
%, = &tıt ent sn + un. + &srıt era; 
so ıst: 


won + nt sn? + un? + sv, + av. (Ü=1, 2,3, 4) 


Nicht sämmtliche Coefficienten von n° sind hierin null, da das Glied 
! 


! 
. . . . U; U . ER ® 
mit «, vorhanden sein muss. Die Quotienten — und —- sind für jeden 
| 


2 
1 ! 


Werth von n gleich, ebenso - und = während nicht sämmtliche « 

2 3 ® 
zweier Zeilen einander gleich sein dürfen. Es müssen sich also in je 
einem Quotienten der beiden Paare gemeinsame Factoren, welche ganze 
rationale Functionen von n sind, absondern lassen. Dies bedingt, dass 
darin die Coefficienten von v, und v, null sind, also auch in dem anderen 
Quotienten. Auch in diesem Falle wäre die Gleichung a) reducetibel. Es 
genügten ihr die Cuben der Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung. zweiter Ordnung.!) 

Anmerkung 3. Genügen die Integrale von a) drei aufeinander- 
folgenden Gleichungen der Relationen 1) und nur diesen, so ist in der- 
selben Weise wie in den vorhergehenden Anmerkungen zu zeigen, dass 
auch in diesem Falle die Gleichung sechster Ordnung reductibel wäre, und 
dass alsdann jene fünf Integrale derjenigen homogenen linearen Differential- 
gleichung genügten, welche die vierten Potenzen der Integrale einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu Integralen hat. 
Es lässt sich nämlich in ebenderselben Weise wie vorher für den Fall der 
irreductiblen homogenen linearen Differentialgleichung sechster Ordnung 
zeigen, dass, wenn unter den Integralen u,, %,,...%, einer solchen n#° 
Ordnung die n — 2 Relationen: 

ug — Ulg, 
u; le; 


Un —_2— Um—3 Um—ı; 

u —17 Un— 2 Un 
bestehen, ihr die (n — 1)" Potenzen der Integrale einer homogenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen. Ueber die Coeffi- 


1) Goursat, 1. c. 8. 166. Vergl. Schlesinger, 1. c. $. 20. 


HL 


cienten und die n? Grössen « gilt das im vorhergehenden Satz (8.15) Gesagte. 
Denn für die Grössen ul, u, ... u„, in welche 4,, %g, ... %, durch einen 
geschlossenen Umlauf der unabhängigen Variablen übergeführt werden, 
lassen sich, wenn 


gesetzt wird, für die drei Fälle: 
%n und nn 2 0, 


Oin zZ 0, Onn 7 0, 
&in = Ö, Onn zZ 19) 


die 8), 8a), 8b) analogen Schemata aufstellen, wobei n — 1 an die Stelle 
von 5 tritt. Hieraus folgt, dass durch einen beliebigen Umlauf n über- 


geht in: 2 tun 


v+on 


Durch Einführung der Functionen 3, und &, vermittelst der Substitution 
13), 14) ergiebt sich der obige Satz. 
Anmerkung 4. Die Integrale der Gleichung a) mögen den beiden 
Relationen genügen: 
u, = U lg, US Ude. 
Das hieraus durch einen Umlauf von x entstehende System 
(wu, (= u 

ist eine Folge des ersteren. Wenn wir 

er 

ı, N» u, Na 


setzen, haben die Grössen « die Form: 
u = (ei + an + 591) ut (+ ing t Mis n3) Up (i -1,2,... 6) 


und, wenn wir diese einsetzen, gelangen wir zu den für jeden Werth, 
den 7, und », annehmen können, gültigen Identitäten 


Es könnte nun in je einem Quotienten der beiden Paare sowohl im 
Zähler als im Nenner entweder ein in n, und n, zugleich linearer Factor 
enthalten sein oder je ein in n, und n, linearer Factor. Dies ist beides 
unmöglich. Es muss daher, damit ein in n, oder n, linearer Factor vor- 
handen ist, der Coefficient von u, beziehungsweise «, identisch null sein 
und zwar im Zähler und Nenner derselbe Denn wäre zu setzen: 

2 


Er ea 
ec + pn eyHt+t In; 


so würde hieraus die homogene quadratische Relation unter den Grössen u: 
Ye) mu — Pugu, + du u, — 0 
folgen, während nach unserer Voraussetzung nur homogene en 
Relationen von der Form: 
Ku — nu) tal um) = 0 
möglich sind. 

Da die beiden gleichen Quotientenpaare die Grösse «, beziehungs- 
weise u, gemeinsam haben, ist dieses Verschwinden auch in jedem der 
beiden anderen Quotienten der Fall. Aus der Bedingung ce) folgt, dass, 
wenn in dem einen Paare der Üoefficient von u, null ist, in dem anderen 
Paare dies für den Üoefficienten von «u, stattfinden muss. Man ersieht 
hieraus, dass für alle möglichen Umläufe n\ und n} gleichzeitig nur die 
Werthe annehmen können: 


A) ie er PM, el Ay um 


5 
tom tem 


oder: 
A ’ 
B) nr Be = et eaMm, 
Ya t 09a ton 
Bestimmt man nunmehr zwei Functionen &, und &, so, dass 
ds, 


5 = N Dur =, SER a 
ebenso &, und &, so, dass 
db, . 
nd AS TE 9 "6, 
so sind diese beiden Paare von Functionen die Integrale der homogenen 
linearen Differentialgleichungen: 
d? d’z 
da Pi 8 Par 


wo p, und p, die Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit eindeutigen 
Coefficienten sind!) und in einander übergehen für diejenigen Umläufe 
von &, für welche 


at pen 
ARTE 
Ya + 0gNg 
Dann ist “ 
_ 5 >88 
Ug er Mae 3 arts 
1 1 
&, 2 
2 
u; € U % ze. U 
also: 1 1 


1) Goursat, 1. c. 8. 152. Vgl. Schlesinger, |. ce. 8. 27. 


u, Us Us 

—.— —— 9) 

51 & 89 3 

U4 Uz Us 
EEE ET a 
1 &, 8 5 


Hieraus ergiebt sich: 


u= 9 (8) er u, = 9, (8) Gi pr (x) ee 
uw), Rn) wlan) 

Hierbei sind auch 9, und 9, die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
mit eindeutigen Coefficienten und gehen in einander über für ebendieselben 
Umläufe von x wie p, und p,. Diejenigen linearen homogenen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, deren Integrale derart sind, dass ihre 
Quadrate der Gleichung a) genügen, erhält man aus den obigen, wenn 
man darin substituirt 


v x "m 
ee) Beer ene 
Vo) V9:(@) 
Es ergeben sich zwei lineare homogene Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, deren entsprechende Üoefficienten Wurzeln quadratischer Gleichungen 


mit eindeutigen Coefficienten sind. Hieraus folgt der Satz: 
„Genügen die Integrale der Gleichung a) den Relationen 


Y 


a. ie 
Ma Hs au U 0 


so befriedigen dieselbe die Quadrate der Integrale zweier homogener linea- 
rer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren entsprechende Üoefhi- 
cienten die Wurzeln quadratischer Gleichungen mit eindeutigen Üoeffhi- 
cienten sind.“ 


II. 


Wenn die Integrale w,, %,,.... u, der Gleichung a) durch die drei 
homogenen quadratischen Relationen: 


Eee 3 

em EHNE 

1) UgU;, = U; , 
Be 

Ug = Us 


verbunden sind, so nehmen diese durch einen Umlauf der unabhängigen 
Variablen &, welcher u; in die durch die Gleichung b) bestimmte Form 
u; überführt, die Gestalt an: 
(=, 
2) u, ug = uU, 
(u)? u. 
2* 


# ee 20 5:7, 


Da die Grössen %,, %g, ... 4, nur jenen drei Gleichungen genügen 
sollen, so ist das System 2) eine Folge des Systems 1), und durch 
Elimination der drei Grössen %,, %,, %, aus dem System 1) und einer 
jeden der letzteren drei Gleichungen ergiebt sich eine Identität. Setzt 


man, um die Elimination auszuführen: 


0, = m = —ı —9 
U U U 
1 2 3 

3) 
U U Ur 
u ee 
u, Us Us 
so folgt 


4) RU U = RU U = RU, U = 0 Rp, U, = WAU.. 
Vermöge der Gleichung b) erhält man mit Hülfe dieser Werthe 
für die Grössen u: 
5) wu, (a +00, + 050 + a 01 +05@,@ +03) (i=1,2...6) 
Werden diese Grössen in 2) eingesetzt, so folgt: 
(a + 095 0, 4 %g@g + 0407 + 0950, @; + Ge 03)” 
(ei +0 + 490 + 40 + 050,0 + 03) 
<(2, + 090 +05@ + 040} + 050,0 + 0403), 
(op + 050 + 0:0; + W050, + Rp 5) 
<(a + 090, 400 + 0,0 + 050,0; + 58) 
— (en + % 0, +0,50 + 0,0 4 050,0; + %p @;) 


2 2 
> (&51 + 090, + 50, Ft 4 0, Tt05;09%+ Og 03); 


6) 


’ 2 2\2 

(&, +0,90 + 950g + Gy 0 + 050,0, 4 Ge 03) 
2: 2 

FT (a1 + 099, + 58 + au ot 050,0; 4% 3) 


2 2 
le. (&ı + %90, 4 %5@, Fo + 050,0, + Ayg WR). 


Diese Identitäten gelten für jeden Werth, den ©, und w, annehmen 
können. Gehen », und @, durch den obigen Umlauf von & über beziehungs- 


weise in @\ und o), so ist: 


' 
IE a 
NE 
6) H 2 3 
w u uw 
N er 4) 6 
EN MER 
1 2 3 


und in Uebereinstimmung mit 6): 


ee 
9 
' & + 090, + 0% @; + a ot 050,0, + Gy o; 
% + %50, + %3@ + &4 @; + 050,0; + 0 o 
2 
%y F 0%g8, + 050g -+ Lu + 050, ©; 
0% + 090, + 0 @ + Ay @; + 050,0 + @, 
2 2 
&ı TQ90 + 050% + 40 + 0,0, 0; + 5 @; 
% + 00, + 0 @05 + @; + 0,0, 0, + Gy @> 


9 


u 


8) 


%yı 4 090, + 00, + 040 + 0501 @y F Ag 0, 
rt 0 + 050 + 40 + 2;0, 0; + 60} 
sl + 090, 4 %5@ + 5,07 + 950, @, + 05605 
%g + 0 + 00; + 0,0, 4 09,01, + RW, 
gr F 0% @; 4% @g + %4@] 4 950 @g + Con 5, 
&yı + 80, + 030 + 2,07 4 050,0, + 03,05 


\ 

In den gleichen Ausdrücken 8) können wegen der Bedingung ce) 
nicht zwei Zähler respective Nenner bis auf einen constanten Factor identisch 
sein. Ferner können aus demselben Grunde nicht überall die Coefficienten 
von @®, ®,@,, @; verschwinden. Daher müssen in den einzelnen Quo- 
tienten, welche gleich o, sind, sofern dieselben nicht in ®, und w, linear 
sind, im Zähler und Nenner gleiche lineare Factoren vorhanden sein, 
während der andere lineare Factor im Zähler beziehungsweise im Nenner 


allen gemeinsam ist. Dasselbe gilt für die Quotienten, welche gleich 


I 


£ sind. 


u, und «, können nicht die Gestalt haben 
= u; (a + Pro, + 72.05)”, M=2, 3) 
da alsdann, wie sich aus 6) ergiebt, w, und «, beziehungsweise w\ und 
u, sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden würden. Die 


linearen Factoren von u, und u, sind in u, vorhanden. Deshalb müssen 


sie denselben linearen Factor je zweimal enthalten. Dasselbe gilt mit 


Beziehung auf u‘ von w,.. Einen linearen Factor haben u, und u, ge- 


meinsam, da in beiden derjenige von «‘ enthalten sein muss. Es zeigt 
sich somit für die Grössen «' das folgende Schema: 


u=(,+bo,+ 69) u, 
w= (4+bo,+ 08)(a+ bo + %08,)%, 
„= (,+bo,+ c,%@,)(a+ b,0,-+ 030) U, 
2 u= (+ bo,+ 009) %, 
u — (0,+ b,0,+ 60) (034 b,@, + 6,@,) %,, 
= (+ 04 %09,) %. 
Zugleich ist ersichtlich, dass die 36 Grössen « der Determinante c) 
sich darstellen lassen als ganze rationale Functionen von höchstens 9 Grössen. 


@ 


ER Eh 


Bildet man aus der Vergleichung von 9) und b) diese Deter- 
minante, so ist 
BR (za 0 


2 
13 


in 2a,b,, 2a,0,, bi» 25,6; c, 
| 0,05, Agb, + b3Q,, AgC, + C9Q,, b1da, dach + abi, CC 
erhch Asb, + 030,5, AzC, + C3Q,, dba, dach + Czbr, CıCz | 


2 
As; 


| 2a,b,, 20.0, Di. Al 
| Ayly, Ad, + b3Q5, QuC5 + C5Q5, babz, D5C5a + Czbz, CyCz | 


rear Re 2, = 936,6, = 
a 300 = 
Q,, b,, En 0, 0, 0 
a2, 2a,b,, 2Q;C;, u: 120;6,; 2 
= 0, Ay, 0, b5, 2) 0 
G,Q2, Ab, + 5zQ,, Gscı + %G,, dba, DC, + Cab, Ela | 
0, 0, Q,, 0, b,, (3 
1 0 Se 0 1) 0 
| 0 a, 0 (bg Os 0 
Ki 0 0 0 0 1 
150 b, 0 b, b, | 
0 0 1 0 0 0 
0 c 0 2 65 0 | 


Vermöge der Formel e) ist dies Product von null verschieden. Da- 
her ergiebt sich für die neun Grössen a, b, ce die Bedingung 


a, b, | 
y') bi 120. 
a, b; c, | 


Setzt man die Werthe 9) in 7) ein, so haben die Grössen @\ und 
o, die Werthe: 
10) ı _%srba+%@ 


1) ’ 
1 


11) a La. 


& a,+b5,0,+ 0% 


Be EEE 


Da dieser Umlauf beliebig gewählt war, folgt, dass durch irgend 
einen Umlauf von «o, und w, stets in solche Formen übergeführt wer- 
den, wo die Grössen a, b, c von x unabhängig und für die verschiedenen 
Umläufe verschieden sind. Ersichtlich ist, dass in ©, und ®', der Nenner 
bei einem bestimmten Umlaufe derselbe ist. 


Man kann nunmehr 3 Grössen &,, $, & als Functionen von x so 
bestimmen, dass 


[ 
ß 5 
ER 0; 2, 
ae ae, 
3% d - d 2 
dE a2E 
A (& Eu; 6.) = 63; 2 ER ar Ce, 
ea, 
L > du de 


wo c eine constante Grösse bezeichnet. Durch einen Umlauf, welcher 
o, und w, in die Werthe 10) und 11) überführt, mögen &,, &,, $; über- 
gehen in &/, &, &,. Dann ist vermöge 10) und 11): 


5 %+ b,0, + LM 
7 
1 a, +50, + 0,@ 


13) 5 _ Gt mt 0W 
' er 
Den \)=c. 


Setzt man hierin für , und w, ihre Werthe aus 12), so ergiebt sich: 


+ tt a 


5 
5 _ 451 + bt 05 
a EEE, 


14) 


[& trete 


und hieraus: 


5 = k(e) (a, 5 tet 65), 
15) = kla) (5 ++ 685); 
5—= k(&) (a5, ++ 65;), 


wobei k(x) ein den Grössen &\, &, 8, gemeinsamer Factor ist. Setzt 
man diese Werthe ein, so wird 


24 


—— 


DE, 


dE, 


— 


‚ 55) 
dE, 


+an:)+ 


dk 
yae 
+ dx 


De 

da ee Th 
a5, d’&, 
1 da? ei da? 


k(a, 5, + b,&s+ 61 65), & (a, 


x (a, Es 


Ze 


“ 


ne 5 + ben 


dd at) 


a dx ja dx 


ar = "@, 5 +b, 5, +6 63), 


dE dE de 
Er dr)l+, ea 2 ale En Bros 
ae De dr, ie dE, dE, 2) 
( 2 10? Kan re Brenn. 
T 5 + + 95), 
d& de de 
Ela ++ 6), (M, 3° ED, Fri 3 + (mitt, 6: + 6555), 
ra, A, =) ak di. de 
iR Are RR ’ da? +27, (@ ee dı 8) 
=; ae, +4 (363); 
de de d& 
45 +65, 465; ua,t di Fe a 
d2& a2E ae 
td I ta a’ 
k 0 0 
dE de = 
dk k retten, te 2 — 
da 
2 are are a? 
u a, ae 
dx? dx 
de dE 
5465405, te 
d?E a?E d?& 
| Fr Ya arte RL. 
k 0 0 %.4030 
dk 
— k Ö ER IR) 
dr en Als a): 
d?k dk 
A En k As b, Ca 


Da sich aus 12) und 13) ergiebt, dass 
A (5; &9, &,) = A ken x E; 
so folgt hieraus, dass %(x) constant ist und gleich A, wenn A den reci- 


proken Werth der dritten Wurzel aus der von null verschiedenen Deter- 
minante y') bezeichnet. Durch einen Umlauf von x gehen also &,,&,, & 


| ra t+bt che), 
16) tt), 
| srtbet). 

Die durch die Gleichungen 12) definirten Functionen &,&,& ge 


über in: 


nügen daher einer homogenen linearen Differentialgleichung dritter Ord 
nung mit eindeutigen Üoefficienten: 


d’y dy 
17 N A er : 
Fl a 
Es seien nunmehr &,, &,, 8, drei Integrale eines Fundamentalsystems der 
Gleichung 17) und zwar so beschaffen, dass = = 0, e = 0, ist, so er- 
1 1 
giebt sich aus den Gleichungen 4): 
= 55 r 
ER I u & ar 
1 1 1 
18) 
_ 5255 _5 
A ge 
und hieraus folgt die Relation: 
u, Ug Us U U, Up. 


= BTERTERTETERTE 


Haben diese Quotienten den Werth (x), so erhalten wir für 
U Ugy - +» U, die Werthe: 
u, = (x) 5 Us = (x) 5 wre) 555 
vv), url) Ed, w— ya): 
Wenn X(v) = 0 die homogene lineare Differentialgleichung ist, wel- 
cher die Quadrate der Integrale der Gleichung 17) genügen, für welche also 


5 EıSar Sıö5r 593 8255 55 


ein Fundamentalsystem ist, so erhält man die allgemeine Form der 
Gleichung sechster Ordnung, deren Integrale die Gleichung 1) erfüllen, 
wenn man setzt 


uE70) 


ER 


Aus der Eindeutigkeit der Coefficienten der Gleichungen a) und 
X(v) = 0 folgt, dass (a) — ef az 
zu bestimmen ist, wo @ (x) eine eindeutige Function bezeichnet. Setzt 
man nunmehr in Gleichung 17) 


2 
— eh 
Vv@) 
so ergiebt sich diejenige homogene lineare Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit eindeutigen Coefficienten, deren Integrale derart sind, dass 
ihre Quadrate Integrale der Gleichung a) sind. 

Zugleich ergiebt sich, dass diese Gleichung nicht eine solche sein 
kann, welcher die Quadrate der Integrale Z,, &, einer homogenen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen. Denn ein Fundamental- 
system derselben ist &,&,&, &. Die Gleichung, welcher die Quadrate 
dieser Grössen genügen, ist ersichtlich von der fünften Ordnung und 
stimmt natürlich mit derjenigen überein, welcher die vierten Potenzen der 
Integrale jener Gleichung zweiter Ordnung genügen. 

Um jene Differentialgleichung sechster Ordnung X(v)=0 zu er- 
halten, der die Quadrate der Integrale der Gleichung 17) genügen, setze 
man v = y?”. Durch successive sechsmalige Differentiation und Elimination 
der höheren als zweiten Ableitungen von y vermittelst der Gleichung 17) 


erhält man 
v=y, 
dv dy 
Re 
dar 2 
d?v (2) d’y 
aal 19 
da? dx H da?’ 
d’v dy d’y dy a 
a any ar zu 
d*v d? 

a oe a er + 2 
d’v o- d’y ! e ar 
+ (144 + 27" + 2 vS „alone oa, 

a 


d? 2 d 2 
N ER yo 2 5: 130 cn + (32p°+12p"+ 244) >) 


d?y 
+ (SApg + 8pp'+ 2p""+ 164”) v. = + (2p°+ 6p"+ 360) 9 743 
+ (2pg’+ 6p/q + 229°+ 2”) y2. 


u ee 


Man erhält so sieben lineare Gleichungen für die sechs Grössen 

„ „day (dy” By day dy (d’y\ 

RN eh er a I WB oe 2 re ar 

dc \dx dr dad dx 
Die Elimination derselben führt zu der gesuchten Gleichung X(v) = 0, 
deren Üoefficienten rationale Functionen von p, q und ihren Ableitungen 
sind. Durch die Substitution 
v=ue — [p(a)dx 


erhalten wir die lineare homogene Differentialgleichung sechster Ordnung 
mit eindeutigen Üoefficienten, welche mit a) identisch ist. Die Coeffi- 
cienten derselben sind ersichtlich ebenfalls rationale Functionen von p, 4, 
p und deren Ableitungen, wobei p, 9, p als eindeutige Functionen definirt 
sind. Es ergiebt sich hieraus der Satz: 

„Sind die Integrale der Differentialgleichung a) verbunden durch die 
Relationen 1), so genügen derselben die Quadrate der Integrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten. Die Coefficienten von a) lassen sich in diesem Falle ratio- 
nal darstellen durch drei eindeutige Functionen und deren Ableitungen. Die 
36 Grössen « der Determinante c) lassen sich rational und ganz dar- 
stellen durch 9 Grössen, die der Bedingung y') genügen.“ 


1LR 


Es mögen unter den Integralen «,, ug, ... “, eines Fundamental- 
systems der Gleichung a) die beiden homogenen quadratischen Gleichungen: 


UUy Ugg, 
1) 


bestehen. Durch einen Umlauf von x, welcher %; in u; überführt, gehen 
dieselben über in: 


2) 


u, u, a u, uy, 

| ul ul, = us ul. 
Setzt man für die Grössen « die Werthe b) hierin ein, so muss, 
da nur die Relationen 1) bestehen sollen, das System 2) eine Folge des 
Systems 1) sein. Durch Elimination der Grössen u, und «, aus den 
Gleichungen 1) und einer jeden von 2) ergeben sich daher zwei Identi- 
täten. Zu diesem Zwecke setzen wir: 
DR Fee FE 


u uU 
3) ee 
uU Ug 
U Up 
99 m 3 


I NIORETTE 
Hieraus folgt: 
4) Un ZUR Us 0,2 Ha Nr 
U, = OU, UN 8g U: 


{9} 


Dies in b) eingesetzt ergiebt für die Grössen u’ die Werthe: 
5) WU, (+ ont Cs @; +04uno; + Ois 04 ee 05). (i 2 6) 
Hierdurch erhalten die Gleichungen 2) die Form: 
(&1 + ont: 9%, tr uN@ +5 @ 4 N 05) 
< (on t0ent+ 0a teun@ Ft Rt N 005) 
NE (0, + 0904 0,0 tu Nn@, +05 @;+ N 05) 
< (og ton + 0% + 0%uN@ Ft 0 04 N Rp), 
(9 +%n+ 940% +49 te: @+ &%N @,) 
< (a + %gNt %@ Ft &%ıN@ Ft 5 @g + Age N @y) 
= (05, +0 Ntag A ty NR tat 0 N @;) 
\AUESS Ca + ont 50% tu N@ + 05 @; 4 N 05). 


Diese Gleichungen müssen gelten für alle Werthe, welche die durch 
3) definirten Grössen n,@,, @, annehmen können. Werden durch den 
obigen Umlauf von x die Grössen n, @,, @, übergeführt beziehungsweise in 
n,@\,@,, so folgt aus 3) und 5) in Uebereinstimmung mit 6): 


ı_ ton Fat ayuNGTR5RT AN Mg 
z %ıt ont 0 F%aN@ Ta; NM 
ut ont ag d Fr luNa Hr + RN @g 
tn RR FAyuNDTt Wr REN, 
Gt RENT HF AyuND tr Go DE 
tn tuNRT Rt AN, 


tt AHNF dt AyuNGTt RW NM, 
Hıt ont 50 ayuN@t a;@; + N 
ta NF HOT AuNDtagWm+ ELSE 
Rt N 0 @, + %yN@t Rp; Wy-F Ag NW, 


8) 


to Nt AH Ft Lu N Ft RT N Mg 
to NF Rt NH Rt NR 
gt AENT RT AN Tt 0;R + NO 
to N ty + u NDt 0, R; + NM, 


9) 


Wegen der Bedingung c) können in den einzelnen gleichen Quo- 
tienten nicht zwei Zähler beziehungsweise Nenner bis auf einen constanten 


Factor identisch sein. Aus demselben Grunde können nicht überall die 
Coefficienten von n®, resp. n@, verschwinden. Es müssen daher die 
Zähler und Nenner, welche ganze rationale Functionen von höchstens 
zweitem Grade in 7, @,, @, sind, sich in Factoren der Formen a+bn und 
c+do, + eo, zerlegen lassen, und die einzelnen Quotienten müssen im 
Zähler und Nenner je einen gleichen Factor haben, während der andere 
Factor sämmtlichen Zählern resp. Nennern der gleichen Quotienten ge- 
meinsam ist. Es kann jedoch nicht &+ß 7 =y+0dw,+ eo, sein für alle 
Werthe, welche die durch 3) definirten Grössen 9, @,, @, annehmen 
können. Denn hieraus würde sich eine homogene lineare Beziehung 
zwischen %,, 4g, Uz, u, ergeben, welche unmöglich ist, da %,,Uy,...Ug 
nach unserer Annahme ein Fundamentalsystem bilden. Daher sind für die 
Grössen n', ©\,®, nur Quotienten möglich von der Form: 


A 
A) La 
v+ron 
+ 5,0, + 6,0% 
Es sei , 


1 ut hota. 
u %9r bo, + %my 
Dann könnte man setzen: 

= (+67) (+ 0, + %0;)W, 

w= (7 + 69) (+ 10, + C,@,) %ı, 
und erhielte wegen der Gleichungen 2) und 6): 

= (+ 69) (+ b,0,+ %%,) %,, 

= (+ 69) (+ bo, + c1@) %, 

w—= (+ 639) (+ bw, + %8,) %, 

u (173+ 637) (a + 5,0, + 61@;) u. 


Daraus ergäben sich die Werthe: 


0,=>=; = 
1 ' 
u, ton 
' 
Er ra tnl0at! 
2 ' 
u, ton 


Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen n, so folgt 
\ ! 
! ! 
und hieraus die Relation 


ee. DEE 
(6,7 — 67) 0, = (6 — 7) 0, + (7, — 61%), 
deren Coefficienten nicht gleich null sein können, da alsdann der Quotient 
zweier Grössen « gegen die Annahme constant wäre. Diese Relation ist 
unmöglich, da sich daraus eine homogene lineare Gleichung unter den 
Integralen des Fundamentalsystems «\, w,,...w, ergeben würde. Folg- 
lich kann n' nicht die Form B) haben. 


Ist andererseits 
10) ce. Arten 
TUN u. £ 
1 on 

so sei: 


11) 2 v+ en) (+ mo, + no) u, 


ne ne 

Dann ist in Folge der Gleichungen 2) und 6): 
“= (v+ on) (+ m@, + n,0,) %,, 
“— (A+ an) (+ mo, + N,0;) U, 
= (v+ en) (+ M;0, + N,05) u; 
u,— (A+ un) (+ Mo, + n,0,) u,. 


U 


( 
11) | 
\ 


Hieraus folgt: 


' 
er hr Mmar ae 
L u + mo, + no, 

N re lat Mgo, + Ng0, 
u + mo, + no, 


Also gehen durch den obigen Umlauf 7, ®,, @, bezüglich über in 
die Werthe: 


Kara 
10 / 
"Tyton' 
> Na N 
12) SIR: I+mo,+ no, 
l,+ m,o, + 0,0, . 
13) = ra are 


+ mo, +No, 


Hierbei haben für einen bestimmten Umlauf ®\ und o‘, denselben 
Nenner. Die 13 Coefficienten sind von © unabhängig und nehmen für die 
verschiedenen Umläufe im Allgemeinen andere Werthe an. Aus der Zu- 
sammenstellung der Formeln 5) und 11) ergiebt sich, dass die 36 Grössen 
a der Determinante c) sich als ganze rationale Functionen von höchstens 


13 Grössen darstellen lassen. 


Be = 
Bildet man diese Determinante, so ist 
la | (i, 6 12,26) 
iv lo mv mo Nv no 
I lu mi mu ni nu 
lv lo mv mo Nv no 


A Lu mA mu nA nu 


N WERK NÜFL 
Den UNE od u 0 3 1 : 
mo m 0 m; 0|/|00,004 BR AEZ 
= | mm, M, 
ER RR a A NEIL DET 0 u 
N N, N, 
20 2n 0% n%:0 En, 
Verl m 50 mi 000 


Dieses Product ist entsprechend der Bedingung ce) von null ver- 
schieden. Daher gelten für die 13 Grössen die Bedingungen 


cal 
= v 
y") mmm|\Z2P0, | 2». 
NN N 25 


Man kann nunmehr zwei Functionen 5, und $, so bestimmen, dass 


E 
Hi 3 
Sr Zerpn = 6, 


und es ergiebt sich unter Berücksichtigung der Gleichung 10) genau 
wie vorher!), dass die hierdurch definirten Functionen 5, und &, ein 
Fundamentalsystem von Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit eindeutigem Coefficienten bilden: 

d’y 


15) Fre 


Ebenso lässt sich setzen: 


1) Vgl. I, 18)— 19). 


16) Be 
A (&; 6, 65) =‘ ) 
und in Folge der Gleichungen 12) und 13) sind &, &, &; hierdurch 
bestimmt als Integrale eines Fundamentalsystems einer linearen homogenen 
Differentialgleichnng dritter Ordnung mit eindeutigen Üoefficienten: 
3 
17) a = = + q2. 


Sind die Grössen &,, &, durch 14), &, &, &, durch 16) definirt, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen 4): 


B & 5 5 4 5 
18) a a 
und hieraus folgt: 
5, ML a u 
6 eh he 
Diese Quotienten seien: gleich (x), so erhält man: 
20) ee. 
= dR) EU = Ye) 


Ist P(v)—= 0 die Gleichung, der die Producte eines Integrals der 
Gleichung 15) und eines solchen der Gleichung 17) genügen, für welche 
daher | 

61 E13 du 5a Eabın &5nr E51, 6552 
ein Fundamentalsystem ist, so ergiebt sich die allgemeine Form der 
linearen homogenen Differentialgleichung sechster Ordnung, deren Inte- 
grale den Gleichungen 1) genügen, durch die Substitution 


ee 
Y(R) 

Aus der Eindeutigkeit der Coefficienten der Differentialgleichung 
P(v) = 0 und der Gleichung a) folgt, dass (x) die Form e/#®d= hat, 
wo 9(x) eine eindeutige Function von x bezeichnet. 

Es ergiebt sich zugleich, dass Gleichung 17) nicht diejenige sein 
kann, welcher die Quadrate der Integrale der Differentialgleichung 15) 
genügen, da die Producte der Integrale dieser beiden Gleichungen er- 
sichtlich einer linearen homogenen Differentialgleichung fünfter Ordnung 
genügen. 


1) Vgl. II, 182)— 17). 


EI, 


Ueber den Fall, dass der Differentialgleichung 17) die Quadrate der 
Integrale einer von 15) verschiedenen linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen, s. Anmerkung 1. 

Um die obige Gleichung P(v) = 0 zu bilden, setze man 


—y%, 


differenzire diese Gleichung successive sechsmal und reducire dabei jedes- 
mal die zweite Ableitung von y vermittelst der Gleichung 15) und die 
dritte Ableitung von z mit Hülfe der Gleichung 17). Es ergeben sich 
hierdurch sieben lineare Gleichungen für die sechs Grössen 


> de  d’z dy dy de dyd’z 
I Fa An’ de de’ de dee 


deren Elimination die gesuchte Gleichung liefert. Ihre Coefficienten sind 
ersichtlich rationale Functionen von p, 9, r und deren Ableitungen also 
eindeutige Functionen von &. Setzt man 


ee ler 
’ 


wo »(x), wie oben gesagt ist, eine eindeutige Function von x bezeichnet, 
so geht die Gleichung P(v) = 0 über in die Gleichung a). 
Es seien zwei beliebige Functionen 9, (x) und @,(x) so beschaffen, dass 


21) 9,(2) + 9,(8) = pe). 


Dieselben können stets als eindeutige gewählt werden. Setzen wir 
in den Gleichungen 15) und 17): 


is _ dx Ale, — /o,(2) dx 
yterSm@a 3 wem ad 


so ergeben sich die homogenen linearen Differentialgleichungen: 


d’t dt 
22) she et nd, 
\ d’w dw dw 
u ee aa 


deren Coefficienten ebenfalls eindeutig sind. Es ist 


u &Gelndz, (i=1, 2) 
wr; = &y e/9:9 dr (k= 1,2, 3) 
und hieraus folgt: 
t; wı = Eier — u. A=1, 2, La 6) 


Wir finden daher den Satz: 
„Genügen die Integrale der Differentialgleichung a) den Relationen 
1), so genügen ihr die Producte der Integrale einer linearen homogenen 
3 


ee 


Differentialgleichung zweiter Ordnung und einer solchen dritter Ordnung 
mit eindeutigen Coefficienten. Die Coefficienten der Gleichung a) sind 
darstellbar als rationale Functionen von vier eindeutigen Functionen und 
deren Ableitungen. Die 36 Grössen der Determinante c) sind ganz und 
rational darstellbar durch 13 Grössen, die der Bedingung y") genügen.“ 

Zu erwähnen bleibt, dass die beiden durch die Gleichung 21) de- 
finirten Functionen p, und @, nicht eindeutig gewählt zu sein brauchen. 
In diesem Falle gilt dasselbe von den Üoefficienten der den Gleichungen 
22) und 23) entsprechenden Differentialgleichungen. 


Anmerkung 1. Tritt zu den Relationen 1) noch die Gleichung 


2 
; a, 
so ist 
2 
4, 
za aa 
also nach den Gleichungen 3) 
u, =, 


wenn wir in diesem Falle o, durch » ersetzen. Gemäss Gleichung 12) 


_ khtmotmot 
Imo-+nw? 


wäre dann 


Dieser Ausdruck muss sich, falls » oder n, von null verschieden ist, 


auf einen im Zähler und Nenner höchstens linearen reduciren, da nach 
Gleichung 13 
0, = (o)?— ,tmatmo’ 
; Imo-+no? 
Zugleich ergiebt sich, dass 
I mo + no’ = («+ Bo)” 


sein muss, also 


+ mo + n,0°= («+ ßo) (y+ do), 
lla) 


,+m, oo +n,0°= (y+do)”. 
Demnach wird das Schema 1 1) in unserem Falle: 


“= (v+on)(e+ Bo)’u, 

„= (+ un) (@+ Bo)’, 
w=(v+en)(e+ßo)(y+do)u, 
= (A+ un) («+ Bo) (y+ do) u, 
„= (e+ton)y+ do)’, 

= Qtun)gt do), 

so dass man für n’ und w' die Werthe erhält: 


are eye 
v+oen' «+ Bw 


11a) ! 


Es ist die Determinante!) 


A sg a? uy y” 
Mm, > 20aBß PBytad 2yd 
N N MM p? B6 0? 
a 2«ß P? 14.:04,.0 
=|y 6 0 za ad 
(NE TSIR 0 03 920 
wu 
= 0 £ 


Da 2 +im,n, von null verschieden war, so gilt auch für die 
Grössen «, ß,y, d die Bedingung 
en 
yo 

Also ist ; wie vorher zu betrachten als Quotient zweier Integrale £, 
und &, eines Fundamentalsystems der Gleichung 15), ® als ein solcher 
zweier Integrale $, und 9, eines Fundamentalsystems der linearen homoge- 
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeutigem Üoefficienten: 


d’y 
15a) FR = sy. 
Da nach den Gleichungen 16): 

5 _®% 

vv 0 -—_—_- 

Ar 
an 

5 I 9 


so ergiebt sich: 
A 9, = dd, = %. 
Also genügen in diesem Falle der Differentialgleichung 17) die Qua- 
drate der Integrale der Gleichung 15a). Ein etwaiger ihnen gemeinsamer 
Factor ist constant, weil in der Gleichung 17) der Coefficient der zweiten 


Ableitung null ist. Es gilt daher der Satz: 
„Genügen die Integrale der Gleichung a) den drei Relationen: 


U U Us, 

bs a ER 

u; = U Us; 
so befriedigen dieselbe die Producte der Integrale einer linearen homoge- 
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeutigen Coefficienten 


1) 8. 8. 31. 


EN 


und der Quadrate der Integrale einer anderen von ebenderselben Be- 
schaffenheit“. | 
Die erstere ist die Gleichung 22), die letztere erhält man aus 15a) 
durch die Substitution 
y— en ar 


wo die eindeutige Function @, definirt ist durch die Gleichung 21). 
Ferner sieht man: | 
„In diesem Falle sind die 36 Grössen « der Determinante ec) dar- 
stellbar als ganze rationale Functionen von höchstens acht Grössen, welche 
den Bedingungen: «ad — Py < 0, vu— io 2 0 genügen.“ 


„Die Coefficienten der Gleichung a) sind darstellbar als rationale 
Functionen der drei eindeutigen Functionen r, s, p und der Ableitungen 
derselben.“ 


Dies ergiebt sich durch sechsmalige aufeinanderfolgende Differentiation 
der Gleichung 


2,8 
0 Y, Y, 
indem man die zweite Ableitung von y und %, jedesmal vermöge der 


Gleichungen 15) und 15a) reducirt. Man erhält dadurch sieben lineare 
Gleichungen für die sechs Grössen 


dy Ay day, dy en a 
I 


dt ae dx) da 


UK ERET 

Die Elimination derselben liefert diejenige homogene lineare Differen- 

tialgleichung sechster Ordnung mit eindeutigen Coefficienten, der die 

Producte der Integrale von 15) und der Quadrate der Integrale von 
15a) genügen. Durch die Substitution 


v—ue /r@dr 


ergiebt sich die in diesem Falle mit a) identische Gleichung. 


Anmerkung 2. Besteht unter den Integralen von a) nur eine der 


Gleichungen 1), z. B. 
uU = Us Us, 
man setzen: 


und erhielte aus der Gleichung 


a PEN 
U,Uy  Ugls, 


wenn für %; die Werthe aus der Gleichung b) gesetzt werden, die Iden- 
tität für jeden Werth, den %,, 2%, v, und v, annehmen können: 


FETTE 


EM +0: 1 + nt MumNat svıt eve 
Rt Mt Ro Nat AıNı Mat 5 Yı F Moe Vy 


_ gt MT Mt NNat Ar Rev 
ut NT Nat ey N Nat Lrı tt Cs Vo 


Damit sich in einem dieser Quotienten ein in n, oder n, linearer 
Factor im Zähler und Nenner ergiebt, müssen die Coefficienten von v, 
und », null sein, in Folge der Identität also auch in anderen Quotienten. 
Die Gleichung a) wäre in diesem Falle reductibel, da w,, ü,, ü;, u, einer 
linearen homogenen Differentialgleichung vierter Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten genügen.!) 


1) Ueber dieselbe s. Goursat, 1.c. S. 150. Vgl. Schlesinger, 1. c. 8. 26. 


Thesen. 


1. 
In der Stellung der Probleme liegt die Kunst des Mathe- 


matikers. 


II. 


Die Einführung der imaginären Grössen in die Analysis 
wurde erschwert durch die leichte Gewöhnung an den Be- 


griff der negativen, gebrochenen und irrationalen Grössen. 


IM. 


Die Anschaulichkeit geht bei der mathematischen Be- 
trachtung physikalischer Vorgänge zuweilen verloren. Daher 
ist die Beobachtung und das Experiment keineswegs zu 


vernachlässigen. 


Varta 


Natus sum Maximilianus Rosenkranz Berolini a. d. VII Kal. Nov. 
a.h.s. LXII patre Benjamin, quem praematura morte abreptum lugeo, 
matre Henriette e gente Israel. Fidei addietus sum mosaicae. Primis 
litterarum elementis imbutus patre mortuo in aedes a Benedicto 
Auerbach ad orbos educandos Berolini conditas receptus adii gym- 
nasium Fridericianum, quod floret directore Uarolo Kempf, viro et 
humanissimo et doctissimo. Maturitatis testimonio instructus vere 
a.h.s. LXXX civibus universitatis Berolinensis adscriptus primo nomen 
apud facultatem medicam professus sum nec non iam tum matheseos 
studio ineubui. Postquam mense Januario a.h.s LXXXII in ordinem 
philosophorum transii, per bis sex menses officium patriae debitum 
praestans stipendia merui. Civis fui universitatis Berolinensis per 
duodecim semestria et imprimis studiis mathematicis operam dedi. 
Audivi viros clarissimos: Ascherson, Aron, E. du Bois-Reymond, 
Dilthey, Deussen, Fuchs, Hartmann, de Helmholtz, Hettner, de Hof- 
mann, G. Kirchhoff, Kny, Kronecker, Kummer, Netto, Paulsen, 
Reichert, Runge, Schulze, Wangerin, Weierstrass, Zeller. Quibus 
omnibus viris optime de me meritis gratias ago quam maximas 
semperque habebo. 

A. d. XIII Kal. Jul. a. h. s. LXXXVIII Berolini examen pro 
facultate docendi sustinui et a vere pr. a. in gymnasio Ascanio, quod 
floret auspieiis Woldemari Ribbeck, viri clarissimi, docendo disco. 
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